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1. Einleitung

1.1. Aufgabenstellung

Ziel dieser Simulationsaufgabe ist die physikalische Beschreibung und die Untersu-
chung des zeitlichen Zusammenhangs der wesentlichen GroRen vom Abschuss ei-
nes Pfeils mit Hilfe eines Bogens. Dabei sollen die Bogenmechanik, die physikali-
schen Ablaufe und die Flugbahn des Pfeils betrachtet werden. Die Bogenparameter
(insbesondere GroRRe, Auszugslange und Elastizitdt) sowie die zugefihrte Rick-
stellkraft bestimmen die Abschussgrofien wie Energien, Krafte und Winkel. Wah-
rend der Pfeil durch die Luft fliegt, wird er durch die Luftreibung gebremst und von
zufalligen Luftbéen abgelenkt (Einfluss von Stérgréf3en), bis er schlie3lich auf dem
Boden oder bereitgestellten Objekten aufschlagt. AnschlieRend wird die genaue Po-
sition und Entfernung zum Ziel analysiert (Zielscheibe getroffen?). Mit Hilfe eines
Optimierungsverfahrens kdnnen idealer Abschusswinkel und die benétigte Zuglange
bestimmt und verbessert werden.

Die Aufgabenstellung wird mit Hilfe der Software Matlab und dem Tool Simulink in
ein Simulationsmodell umgesetzt, so dass eine mdglichst realistische Abbildung fir

die Auswertung entsteht.

1.2. Parameter der Simulation

Bei jedem Simulationsdurchlauf missen die wesentlichen Parameter und Grof3en
eingestellt, angepasst und beobachtet werden. Im Wesentlichen kénnen folgende

Aspekte betrachtet werden:
Bogenparameter und Abschuss

« Material, Holz, Steife, Spinwert, Gewicht, Grof3e
e Abschusswinkel, Biegung

* Rickstellkraft und Auslenkung

e Spannungsenergie (Elastizitét)

e Verhalten der Sehne, Schwingung
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Der Flug des Pfeils

« Position des Pfeils (x,y,z), Ausrichtung (Neigung)

» Geschwindigkeit und Beschleunigung (Erdbeschleunigung)
« Kinetische und potentielle Energie

* Reibung der Luft

« Stromungsverhalten des Pfeils (Cy-Wert)

e Ablenkung der Flugbahn durch Windbten (StérgroRe)

Auftreffen des Pfeils

» Aufschlagkraft und Geschwindigkeit
* Position und Winkel

e Entfernung zum Ziel (Glte - Optimierungsansatze)

Raummodell und Umgebungsparameter

« Gravitationskonstante (Erdbeschleunigung)
* Umgebung (Luftdichte)

« Verluste und Skalierungsfaktoren
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2. Der Simulationsvorgang

2.1. Systemvoraussetzungen und Aufruf in Matlab/Sim  ulink

- Fur das Durchfihren der Simulation wird ein PC bendtigt, auf dem Matlab

(Version 7) mit Simulink (Version 6) installiert ist.

- Das Simulink-Projekt kann durch Offnen der Datei ,pfeil_und_bogen.mdl"
aus dem obersten Verzeichnis auf der beiliegenden CD-ROM geladen wer-
den. Alternativ kdnnen die im selben Verzeichnis liegenden Matlab-Scripte
aufgerufen werden, die automatisch eine Simulation durchfihren und an-

schliel3end einige Ergebnisse als Plots prasentieren.

2.2. Ubersicht und Startvorgang der Simulation

Das Simulink-Modell besteht aus mehreren Blocken (Subsysteme), die jeweils einen
bestimmten Teil des Gesamtprozesses beschreiben. Im obersten Simulink-Modul
(Main-Block) werden alle Subsysteme zusammengebunden und mit entsprechen-
den Startparametern in Form von Konstanten versehen (z.B. Konstanten fir den
Pfeilradius, Masse, Luftdichte...). Die folgende Abbildung 2-1: ,Struktur des Simula-

tionsmodells” zeigt den allgemeinen Aufbau des Systems und das Zusammenwirken

der einzelnen Komponenten:

Winkel o,
Zuglénge

Richtungsanteile
berechnen

Bogen-

beschleunigung

Wind-
berechnungen

Erdbeschleunigung

Abbildung 2-1: ,Struktur des Simulationsmodells*”

Flugphysik
X, Y, Z

Gute-
funktion

i

Ergebnis
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Bevor die Simulation gestartet wird, sollten die wichtigsten Einstellungen und Start-
bedingungen angepasst werden. Das sind zum Beispiel Konstanten fiir Abschuss-
winkel und Zuglange des Bogens (gelbe Blocke im Simulink-Blockschaltbild) oder
die Position der Zielscheibe (blaue Blocke im Simulink-Blockschaltbild). Auf3erdem
sollte eine Simulationsdauer (z.B. 15 Sekunden) eingestellt werden. Die Simulation
endet dann nach dieser Zeit oder wenn der Pfeil nach Verlassen des Bogens wieder
auf die Hohe des Bodens gelangt (Toleranz von -2m). Da das Modell sehr unter-
schiedliche Zeitkonstanten und Wertebereiche enthalt (steifes System), muss ein

entsprechendes numerisches Verfahren gewéhlt werden, beispielsweise ,,0ode23s".
Es gibt zwei Moglichkeiten den Simulationsvorgang durchzufthren:

1) Starten der Simulation direkt aus dem gedffneten Modell in Simulink tUber

den MenUpunkt ,Simulation-> Starten®.

2) Aufrufen eines Matlab-Scriptes, so dass die Simulation automatisch durch-
gefuhrt wird. AnschlieBend werden einige interessante Ergebnisse wie z.B.
die Flugkurve des Pfeils in verschiedenen Plots dargestellt. Das Matlab-
Script kann nach dem Programmstart und wechseln in das entsprechende
Verzeichnis, in dem sich das Script befindet, direkt durch Eingabe des Na-
mens (,show") ausgefihrt werden. Alternativ steht auch ein Script fur Opti-
mierungsansatze zur Verfugung (,opti“, siehe dazu auch Abschnitt 4

~Optimierungsstrategien®).

Nach Ausfihrung der Simulation kann das Ergebnis auf unterschiedliche Weise be-
trachtet werden. Zum einen befinden sich ,Scopes” an verschiedenen Stellen in den
Blockschaltbildern in Simulink, die per Doppelklick den zeitlichen Verlauf der ge-
wahlten GréRe als Kurve anzeigen. Diese Kurven lassen sich Uber das Kontextme-
ni (Rechtsklick auf den Graphen) skalieren (z.B. > Autoscale). Die wichtigsten
ProzessgréfRen werden aulerdem in den Workspace von Matlab geschrieben und
kénnen dort mit allen Tools von Matlab analysiert werden.

Wurde die Simulation hingegen durch das Script ,show.m" gestartet, so werden am
Ende automatisch verschiedene Plots zur Analyse angezeigt. Das Script kann sehr
einfach angepasst werden, wenn andere Parameter der Simulation betrachtet wer-
den sollen.

Auf der nachsten Seite folgt ein Beispiel, wie das Ergebnis eines Simulationsdurch-

laufes aussehen kann.
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Abbildung 2-2: ,Beispiel-Plots: Verschiedene 2D-Ansichten der Flugbahn*

Hugbahn

Abbildung 2-3: ,Beispiel-Plot;: Die 3D-Flugbahn des Pfeils"



Realisierung der physikalischen Grundlagen 9

3. Realisierung der physikalischen Grundlagen

Der physikalische Ablauf des Bogenschiel3ens kann in zwei Phasen betrachtet wer-

den:

1. Die Innenballistik beschreibt die Beschleunigung des Pfeils auf eine maxima-

le Geschwindigkeit durch den Bogen.

2. Die Aufienballistik beschreibt die Flugphase des Pfeils mit Beachtung von
Erdanziehung, Reibungskraften und Ablenkungen durch Windboen.

Vor Betrachtung der Ballistik, werden im Folgenden zunachst grundsatzliche Para-

meter von Pfeil und Bogen sowie die Ausgangssituation der Simulation erklart.

3.1. Aufbau und Beschreibung von Pfeil und Bogen

3.1.1. Der Bogen

Der Bogen hat die Aufgabe, den eingespannten Pfeil auf eine mdglichst hohe Ge-
schwindigkeit zu beschleunigen. Dazu muss der Schitze eine bestimmte Spann-
energie aufbringen, die beim Loslassen in kinetische Energie umgewandelt wird.
Dabei sind verschiedene physikalische Parameter fiir die Beschreibung und Charak-
teristik des Bogens zu beachten. Die untenstehende Abbildung 3-1: ,Der Bogen
(Quelle: Dissertation Wundballistik)* zeigt den Aufbau und zugehdérige Bezeichnun-

gen der einzelnen Elemente eines Bogens.
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Der Stabbogen
Dwerch Verlgngarn der Arme edhiht sich die Spannliinge und damit die f
Leistung. Diesen Vortail nutzt vor allem der englische Langbogen r
.-f"
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unlerar Asm oberar Anm !
A - _l,-"'.
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.-'r-
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. Vs ]
Griff Bauch \
soree \
, ;

Abbildung 3-1: ,Der Bogen (Quelle: Dissertation Wundballistik)“

GroRRe, Material und Gewicht des Bogens wurden nicht einzeln modelliert, sondern

gehen indirekt Uber die Federkonstante und Auszugslange in die Berechnungen ein.

Eine genauere physikalische Beschreibung und deren Umsetzung werden in Kapitel

3.3 ,Innenballistik” erlautert.

Die folgenden Modellparameter kdnnen fiir den Bogen angepasst werden:

Minimale und maximale Auszugsldnge werden im Matlab-Script angegeben
(da der Pfeil beim Spannen im Bogen entgegen der Flugrichtung gezogen

wird, muss hier ein negativer Wert angegeben werden):
-0.8 ;
-0.3 ;

len_min = % [m] je nach Bogentyp, typisch bis zu -1m

len_max = % [m] Null entspricht der Ruhelage; <=0m

Die Federkonstante des Bogens kann im Blockschaltbild in Simulink ange-
passt werden. Die Konstante hat den Namen: ,Federkonstante_c", die Angabe
erfolgt in N/m (typische Werte liegen bei 150-300N/m).
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3.1.2. Der Pfell
Der Pfeil besteht aus folgenden Komponenten: Schaft, Spitze, Nocke (Kerbe zur

Aufnahme der Bogensehne) und Federn (zur Stabilisierung):

Befiederung

Pfeilschaft N

Pw

*L-LM

Abbildung 3-2: ,Der Pfeil*

Die Befiederung bewirkt, dass der Pfeil wahrend seines Fluges eine Eigenrotation
um die Pfeilachse erfahrt. Dies flhrt zur Stabilisierung der Flugbahn und macht den
Pfeil unempfindlicher gegen seitliche Ablenkungen durch Windbéen. Physikalisch
kann dieses Verhalten z.B. mit Hilfe des ,Magnus-Effektes* beschrieben werden,
was aufgrund der Komplexitat jedoch nicht im Simulationsmodell umgesetzt wurde.
In der Literatur findet man haufig Angaben uber ,Spine” (engl. Riickgrat), was als
Mal3 fur die Durchbiegung des Pfeils anzusehen ist. Da die Zahlenwerte fir diese
Angaben jedoch verschiedene Bedeutungen haben kénnen, taucht auch diese Gro-

3e nicht explizit im Modell auf.
Folgende Modellparameter konnen fir den Pfeil angepasst werden:

* Masse des Pfeils [kg] (schwere Pfeile werden nicht so stark vom Wind abge-
lenkt, erfordern aber groRere Beschleunigungskrafte, so dass bei gleichem

Bogen kleinere Pfeilgeschwindigkeiten erreicht werden)

e Lange und Radius des Pfeils [m]

e Mittlerer Cw-Wert des Pfeils [dimensionslos]

(Strémungswiderstandskoeffizient)
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3.2. Das verwendete Raummodell

Das Prozessmodell verwendet ein kartesisches dreidimensionales Koordinatensys-
tem fur die Simulation. Die Pfeilspitze in Ruhelage (Bogen ist noch nicht gespannt)
entspricht dabei dem Ursprung (Nullpunkt). Die z-Achse beschreibt die Bewegung
nach oben, die x-Achse den Weg zum Ziel. Zu Beginn wird der Pfeil durch das
Spannen des Bogens etwas vom Ziel weg bewegt. Diese Zuglange (negativer Zah-
lenwert) muss als Startbedingung in Simulink angegeben werden (,Zuglaenge_len®).
Die y-Achse beschreibt den Verlauf der seitlichen Ablenkung des Pfeils nach links

und rechts.

Abbildung 3-3: ,Simulations-Koordinatensystem*

Die Position der Zielscheibe kann in Simulink durch Anpassen der Konstanten
WZiel_x*, Ziel_y“und ,Ziel_z" (blaue Farbe) geédndert werden. Dabei ist zu beachten,
dass keine negativen x- und z-Werte erlaubt sind. Unsinnige Eingaben werden nicht

abgefangen.

3.3. Innenballistik

Die Innenballistik beschreibt den Beschleunigungsvorgang des Pfeils durch den Bo-
gen. In den folgenden Kapiteln werden die physikalischen Hintergriinde erlautert

und die Umsetzung zum Simulink-Simulationsmodell erklart.

3.3.1. Energie des Bogens (Kraft-Zug-Kurve)

Wenn der Schitze den Bogen spannt, kann der Bogen diese Spannenergie kurzei-

tig speichern. Beim Loslassen des Pfeils kann diese Energie dann in kinetische E-
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nergie umgewandelt werden. Die gespeicherte Energie im Bogen hangt einerseits
sehr stark von der GroRRe des Bogens, andererseits auch vom verwendeten Material

ab (Holz, Dicke, Sehne, Form...). Im Allgemeinen gelten folgende mathem. Formeln:

Mathematische Beschreibung:

Xmax
1. Energie des Bogens: Epot = J'F(x)dx
0
F _ .
2. Federkonstante: C=— =const (gilt bei linearem Verhalten)
X
Epot = ,nutzbare", kinetische Energie des Pfeils
X = der Weg in Kraftrichtung
F(x) = ausgelbte Zugkraft entlang des Weges
Xmax = Max. Auszugsléange des Bogens
c = Federkonstante

Tab. 3-1: ,Mathem. Formeln zur Energie des Bogens"

Die untenstehende Abbildung 3-4: ,Zugkraft-Diagramm* zeigt drei typische Kraft-
Zug-Kurven verschiedener Bogentypen und das Verhalten bei unterschiedlichen
Zugléangen. Fur das Simulationsmodell wird der Bogen physikalisch mit einer linea-
ren Feder gleicher Maximalkraft und gleicher Ausdehnung verglichen, so dass mit
Hilfe unterschiedlicher Federkonstanten verschiedene Bogentypen simuliert werden
kénnen. Wie in der Abbildung zu sehen fihrt diese Naherung lediglich beim Com-
pound-Bogen zu nennenswerten Abweichungen. Die Energie kann grafisch als Fla-

che unter der Kurve angesehen werden.

F Zugkraft-Diagramm
1 Langbogen
/ —— Recurve
m;x —— Compound
E=intF(s) ds
E max 112 FrT‘IE][s ma
5 =5

Jérg Bolle, 2005

Abbildung 3-4: ,Zugkraft-Diagramm®
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3.3.2. Recurvefaktor und Wirkungsgrad

Jedes Pfeil-Bogen-System besitzt einen bestimmten Wirkungsgrad h (Effizienz), der
angibt, wie viel Energie vom gespannten Bogen in die Beschleunigung des Pfeils
ubergeht und wie viele Verluste im Bogen/Sehne auftreten.

Der Recurvefaktor r bezeichnet das Verhdaltnis der Energie des Bogens aus dem
Kraft-Zug-Diagramm (entspricht der Flache unter der Kurve) zur Energie einer ent-
sprechenden, linearen Feder. Die folgende Tabelle zeigt die dazugehérigen ma-

them. Formeln:

Mathematische Beschreibung:

Xmax
1. Recurvefaktor r: r =¢ mitE_, = jF(x)dx
0.50F, ; X, o
2
2. Wirkungsgrad h: h= 0.5tmLv = 1 = f(m, m,, k) mit 0<sh<ll
E My
pot 1+
k [in
Ein = 1Efnﬂlz
2

3. Kinetische Energie Ey,

Ohne Reibung/Verluste wirde gelten: E, = E,

Epot = potentielle Energie des Bogens
Ekin = kinetische Energie des Pfeils
Fmax = max. Haltekraft (Zugkraft)

Xmax = mMax. Auszugsléange des Bogens
m = Masse des Pfeils

% = Geschwindigkeit des Pfeils

mp = mitbeschleunigte Bogenmasse
k = bogenspezifische Konstante

Tab. 3-2: ,Mathem. Formeln fir Recurvefaktor und Wirkungsgrad*

Da das Simulationsmodell als lineare Beschreibung mit Federkonstante aufgebaut
ist, macht es keinen Sinn eine mathem. Abbildung des Recurvefaktors zu integrie-
ren. Vielmehr kann der Wirkungsgrad direkt als Dampfungsfaktor im Blockschaltbild

.Bogenbeschleunigung” eingetragen werden (Gain < 1):
= h=05-0,7 fur Langbdgen

= h=0,7-0,9 fur Recurve-Bogen
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3.3.3. Beschleunigung durch den Bogen

Zu Beginn der Simulation ist der Pfeil im Bogen eingelegt und wird dann beim Ab-
schuss stark beschleunigt. Da der Bogen physikalisch mit einer gespannten Feder
verglichen wird, kann das System vom Zeitpunkt des Loslassens bis zu dem Zeit-
punkt, wenn der Pfeil den Bogen verlasst, als schwingendes mechanisches System
betrachtet werden. In der folgenden Tabelle ist eine Differentialgleichung 2. Ord-
nung angegeben, die dieses Verhalten beschreibt. Die wichtigsten Grol3en dabei
sind zum einen die Pfeilmasse m [kg], der Bogen mit der &quivalenten Federkon-
stanten ¢ [N/m] und ein Reibungskoeffizient d [Ns/m], der als die Schwingung damp-
fendes Medium eingeht. Die Auslenkung der Schwingung (Schwingungsrichtung)
wird entlang der vom Pfeil zurtickgelegten, geraden Strecke betrachtet. Die vektorie-
relle Zerlegung der einzelnen Richtungsanteile erfolgt spater in einem weiteren Mo-

dul (,Richtungsanteile) und wird im nachsten Kapitel erlautert:

Mathematische Beschreibung:

Allgemeine DGL. 2. Ord-
nung der freien gedampf- | MIX(t) +d [x(t) +cix(t) =0
ten Schwingung:

Angepasste DGL. 2. mX(t) +bGA(t) +cX(t) =0 fallsx(t) =0
Ordnung mit Betrachtung ] ) .
der Newton-Reibung mIX(t) —bX°(t) +cx(t) =0 fallsx(t) <0

(die durch Reibung entstehen- . ’ S
de Kraft ist proportional zum Unter Verwendung der Signumfunktion sgn() ergibt sich:

Quadrat der Geschwindigkeit) mX(t) —bEign(X) Ck*(t) + cXk(t) =0

1
Luftreibung: b= 3 (¢, Lp[A
Querschnittsflache A: Pfeil von vorne: A, = 77[1?
X(t) = zurlickgelegte Strecke des Pfeils im Bogen
m = Masse des Pfeils
d = allgemeiner Reibungskoeffizient
c = Federkonstante des Bogens

Reibungskoeffizient
Strémungswiderstandskoeffizient (cy-Wert)
= Luftdichte (~1.29kg/m3)

= Querschnittsflache

b
Cw
p
A

Tab. 3-3: ,Mathem. Formeln fiir die Bogenbeschleunigung*
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Im Simulationsmodell fur Matlab/Simulink wurden die angegebenen Formeln (mit
Hilfe der Kelvin-Methode) in ein Blockschaltbild mit dem Namen ,Bogenbeschleuni-
gung“ umgesetzt. Die folgende Abbildung 3-5: ,Blockschaltbild Bogenbeschleuni-
gung” zeigt das Ergebnis:

a_out _out . out

 SF L >
T : = ' (2 —m %
. 2 xos
Pfeilmasse_m Divide Integratar Auszug_len  Int tard
_ ntegrator
Constant
14 ¥
Froductz 05
¥ [Predust | —=f—|Sign
Ci_Wiert \jh‘
®ain "—-5
Luftdichte_p -
¥ [Prodoctt

<
k
hdath

Faini Function
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Abbildung 3-5: ,Blockschaltbild Bogenbeschleunigung*

Das richtige Vorzeichen in der Ruckkopplung fur die Reibungsvorgénge wird auch
hier mit Hilfe eines Signum-Blocks realisiert. Der linke Integrator wird mit dem Start-
wert Null initialisiert, da sich der Pfeil zu Beginn in Ruhelage befinden soll. Der rech-
te Integrator hingegen wird mit der gewiinschten Auszugslange des Bogens initiali-
siert (negativer Wert). Nachdem der Pfeil den Bogen verlasst, gilt diese Beschrei-
bungsform der gedampften Schwingung nicht mehr. Dieser Zeitpunkt ist erreicht,
wenn die zurtickgelegte Strecke (Ausgang des rechten Integrators) bei Null ange-
kommen ist (es wurde mit negativem Anfangswert gestartet). Der Min-Block zu-
sammen mit der Konstanten Null bewirkt nun, dass kein positiver Anteil mehr zu-
rickgefuhrt wird. Das System fangt nicht an zu schwingen. Der Pfeil wird weiterhin

durch die Luftreibung gebremst, eine zusatzliche Beschleunigung gibt es nicht mehr.
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3.3.4. Berechnen der Richtungsanteile

Im vorigen Kapitel wurde erlautert, wie mit einer eingestellten Zuglange am Bogen
(als Anfangsbedingung) die Bewegung, Geschwindigkeit, Beschleunigung etc. simu-
liert werden kann. Dieses Beschreibungsmodell betrachtet dabei aber nur eine Rich-
tung (entlang der Flugkurve) und ermdglicht keine Simulation der Kurve im dreidi-
mensionalen Raum. So wird z.B. die Beschleunigung des Pfeils in Abh&angigkeit der
Zeit wiedergegeben v=fkt(t), es kann aber keine Aussage dariiber gemacht werden,
in welche Richtung im 3D-Raum die Beschleunigung erfolgt.

Die vektorielle Umsetzung der SimulationsgréRen (wahrend der Beschleunigungs-
phase) in die einzelnen Richtungsanteile wird darum mit Hilfe des folgenden Block-

schaltbildes erzeugt:

o[ >
=
wrinkel_alpha ) ) =| = Al
zrad_mach_Bogen Trigonametric z-Anteil

Funetion Froduct Invertieren

oot > E

v Scope

D ,T‘ hdath u2
lul > Function
Zuglaenge_len I—I len'2

HAbs tdath

Function
ES

]

hdath cart
Funetionz | =3
; 4’{ ()

s Anteil
Invertieren

p
I R
% |1
| ooz T el el L
Winkel_beta |—| Product!

Zrad_nach_Bogend Trigenometric
Function1

Seoopel

P
» ® y-Entail - |:|
X - - L
=0 sinibeta) 'I_I y-ote
Froduct?
Trigonometric radu Scope?
FunctionZ

. w-Anteil
Invertierenz

Abbildung 3-6: ,Blockschaltbild Richtungsanteile”

Das fur die Umrechnungen verwendete mathematische Modell ist in der untenste-
henden Abbildung 3-7: ,Abschussrichtung als 3D-Vektor* gezeigt. Die Richtung, in
die der Pfeil abgeschossen wird, ist durch den roten Vektor definiert. Der Betrag die-

ses Vektors entspricht genau der Auszugléange des Bogens.
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Vor dem Start der Simulation werden sowohl diese Zuglange I, als auch die beiden
Abschusswinkel a und B angegeben. Daraus gilt es nun die drei Richtungsanteile v,

vy und v, zu bestimmen.

)

Vx

Abbildung 3-7: ,Abschussrichtung als 3D-Vektor"

Die Richtungsanteile kénnen mit Hilfe mathematischer Umformungen berechnet
werden. Die entsprechenden Gleichungen und Formeln sind in der folgenden Tab.

3-4: ,Berechnung der 3D-Richtungsanteile” aufgelistet:
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Mathematische Beschreibung:

V.
x-Anteil: —S =cos(B) =V, = pleos()
\Y . .
y-Anteil: Y =dn(pB) =V, = pEin(B)
p
v, _ . .
z-Anteil: T =gn(a) =v,=I03Ein(a)
Satz des Pythagoras p? +\/Z2 =12 = p=4I° —\/Z2
Umwandlung: 2n 71

Grad nach BogenmaR Ngog = 3600 Jerad = 180° Ngrag

Vy = x-Anteil des Vektors
Vy = y-Anteil des Vektors
v, = z-Anteil des Vektors

I = Lange/Betrag des Vektors
(entspricht der Zugléange | mit anderem Vorzeichen)

p = Projektion des Vektors auf die xy-Achse
a = Winkel, wie steil der Vektor nach oben zeigt
(0 entspricht Schuss nach vorne, 90°waére direkt na ch oben)
B = Winkel, wie stark nach links (neg) oder rechts (pos)
Neog = Winkel im Bogenmall angegeben
Neraa = Winkel in Grad angegeben

Tab. 3-4: ,Berechnung der 3D-Richtungsanteile”

Die mathematischen Formeln wurden in das Simulink-Blockschaltbild ,Richtungsan-
teile” umgesetzt. Die beiden Winkel werden zunachst durch Multiplikation mit dem
Faktor 11/180°ins Bogenmalf3 gebracht. Der z-Anteil v, kann direkt wie in der Formel
angegeben gebildet werden. Aus dem Ergebnis wird dann zuné&chst der Faktor p
berechnet, mit dem schlieBlich die beiden anderen Anteile v, und v, verknlpft wer-
den konnen. Da die Zuglange negativ ist, missen die drei Ausgdnge am Ende noch

invertiert werden.

3.4. AulRenballistik

In diesem Kapitel werden die physikalischen Hintergrinde der Auf3enballistik im Zu-

sammenhang mit dem erstellten Simulationsmodell naher erlautert. Dabei werden
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verschiedene Simulationsparameter wahrend der Flugphase des Pfeils betrachtet

(aktuelle Position, Geschwindigkeit, Beschleunigung...).
Unterschiedliche Krafte wirken wahrend der Simulati onsdauer:

e Zu Beginn erzeugt der Bogen eine grol3e Kraft > Anfangsbeschleunigung (In-
nenballistik)

» Die Erdbeschleunigung wirkt wahrend der gesamten Flugphase
e Die Luftreibung wirkt wahrend der gesamten Flugphase

« Windbden wirken in der Flugphase in unterschiedliche Richtungen (,zufallige*
Storgrofie)

* Rotation kompensiert die Windbden etwas (wird im Simulationsmodell nicht
abgebildet)

In der folgenden Tabelle sind die grundsatzlichen physikalischen Formeln fir die
Bewegung des Pfeils zusammengestellt, die drei Bewegungsgleichungen der New-

tonschen Mechanik:

Bewegungsgleichungen:

1. Beschleunigung: 5(t) = a(t) = v(t) a=f()
N . As _ ds(t) I
2. Geschwindigkeit: sty =v(t) =—=—"2 V=V,+|a(t)dt
M) =ut) === A j (t)
b
3. Strecke / Ort: s(t) S=§ +I\7(t)dt
to

Tab. 3-5: ,Bewegungsgleichungen der Newtonschen Mechanik*

Mit Hilfe dieser drei Gleichungen kann die Bewegung des Pfeils dargestellt werden.
Da der Schuss in einem dreidimensionalen Raum simuliert werden soll, missen alle
drei Richtungsanteile individuell betrachtet werden. Das Grundmodell fur alle Rich-
tungen kommt dabei mit zwei Integratoren aus, wie in Abbildung 3-8: ,Simulink-

Grundmodell der Bewegung"“ dargestellt:
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1 }1 »1 >|:|

Beschleunigung S Geschwindigkeit S Strecke

Constant Integrator Integratorl Scope

Abbildung 3-8: ,Simulink-Grundmodell der Bewegung*

Fur alle Richtungen kommt jedoch noch eine anteilige Dampfung durch die Luftrei-
bung dazu, die abhéangig von der Geschwindigkeit des Pfeils ist. Fur das Simulink-
Modell, welches die Hohe (z-Anteil) beschreibt, muss auRerdem die Erdbeschleuni-
gung berlcksichtigt werden. Um zuséatzlich den Einfluss von Windbden zu simulie-
ren, beziehen alle drei Modelle den entsprechenden Richtungsanteil der Beschleu-
nigung des Pfeils durch die Windkraft mit ein. Die folgenden Kapitel beschreiben,

wie diese Einfliisse in die Simulink-Modelle eingehen.

3.4.1. Luftwiderstand durch Reibung

Wahrend der Pfeil durch die Luft fliegt, wird er durch den Luftwiderstand gebremst.
Dieser Stromungswiderstand F, kann wie eine der Bewegungsrichtung entgegenge-
setzt wirkende Kraft angesehen werden. Die untenstehende Tab. 3-6: ,Formel fur

den Luftwiderstand” zeigt die physikalische Formel zur Berechnung dieser Kraft:

Mathematische Beschreibung:

1
Strémungswiderstand: F = E [C,p ALV =k DV [N]
k
Cw = Stromungswiderstandskoeffizient (CW-Wert)
p = Dichte des Mediums (Luftdichte)
A = Querschnittsflache
% = Geschwindigkeit des Pfeils

Tab. 3-6: ,Formel firr den Luftwiderstand*

Der Stromungswiderstandskoeffizient (Cy-Wert) ist eine dimensionslose GroR3e, die
haufig experimentell in einem Windkanal ermittelt wird und sich wahrend des Fluges
aufgrund der neuen Lage andert. Im Simulink-Modell muss der Cy-Wert direkt als
Wert angegeben werden und bleibt fir die gesamte Simulationsdauer konstant. Da

die Angriffsflaiche in Richtung der Flugbahn sich jedoch nur gering verandert, ent-
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stehen hier keine gro3en Abweichungen. Sie kénnen vernachlassigt werden. Typi-
sche Cw-Werte fir verschiedene Pfeile liegen zwischen 1 und 7. Die folgende Ta-

belle zeigt gemessene Werte (Quelle: cnentwig):

Cw-Werte verschiedener Pfeiltypen:

ACE 6.65
AC 3.10
Beman 1.93
ACE?2 3.05

Tab. 3-7: ,Cw-Werte verschiedener Pfeiltypen”
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Abbildung 3-9: ,Simulink-Modell fir den Luftwiderstand”

Um die Dampfungskréfte fur die einzelnen vektoriellen Richtungskomponenten zu
berechnen, kommt die gleiche Formel fir den Stromungswiderstand zum Einsatz,
mit dem Unterschied, dass nur ein gewisser richtungsabhdnger Anteil der Ge-
schwindigkeit einbezogen werden muss. Dies wird naherungsweise dadurch er-
reicht, dass statt der quadratischen Geschwindigkeit ein linearer Wert verwendet

wird, was in den Simulink-Blockschaltbildern umgesetzt wurde.
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3.4.2. Ablenkung durch Erdbeschleunigung

Wahrend der gesamten Flugphase des Pfeils wirkt permanent eine konstante Erd-
beschleunigung auf den Pfeil. Diese wird mit Hilfe der auf der Erde tblichen Gravita-

tionskonstante beschrieben:

Mathematische Beschreibung:

m
Gravitationskonstante: a=g= 9,80665[?}
Zweites Newtonsches Axiom: F=m,, [0
a = Erdbeschleunigung
F = Kraftwirkung auf den Pfeil
Mprei = Masse des Pfeils

Die folgende Abbildung 3-10: ,Blockschaltbild der z-Komponente mit Erdbeschleu-

nigung” zeigt, wie die Erdbeschleunigung in Simulink realisiert wurde:

@v_out @s_ou(
A 4

<
CO—{s

Auszug_len Integratorl

Pfeilmasse_m

Faktor_k

Productl Federkonstante_c

WindkrafLFz®
Constantl
Erdbeschleunigung Switch

gw>
>

Switchl
Constant2

Auszugstrecke

Abbildung 3-10: ,Blockschaltbild der z-Komponente mit Erdbeschleunigung*”

Die Abbildung zeigt oben die beiden Integratoren fiir die Beschreibung der Pfeilbe-
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wegung. Im mittleren Rickkopplungszweig wirkt die Luftreibung, da sie der Bewe-
gung entgegengerichtet ist, wird sie mit negativem Vorzeichen zuriickgekoppelt.
Auch der untere Ruckkopplungszweig wird negativ eingeschleust (Strecke ist wéh-
rend der Beschleunigungsphase im Bogen negativ!). Der rechte Switch-Block be-
wirkt, dass die Rickkopplung nur so lange gultig ist, bis der Pfeil den Bogen ver-
lasst. Danach ist die Schwelle (Threshold) erreicht und die Konstante Null hebt die
Ruckkopplung auf. Der linke Switch2-Block speist evtl. vorhandene Windbeschleu-
nigung ein, weitere Details dazu folgen im nachsten Kapitel.

Auch die Erdbeschleunigung wird Uber einen Switch-Block (Switchl) angeschlos-
sen, da sie nur wirken soll, wenn der Pfeil in der Luft ist und den Bogen verlassen
hat. Da die Gravitationskonstante mit negativem Vorzeichen angegeben ist, kann

sie direkt ohne Negation in den ersten Integrator gehen.

3.4.3. Ablenkung durch den Wind

Um das Simulationsmodell noch realistischer zu gestalten, muss der Einfluss von
Windbden, insbesondere die Querwindempfindlichkeit der Pfeile bericksichtigt wer-
den. Eine physikalisch exakte Beschreibung von Windeinflissen ware sehr kom-
plex, weswegen hier nur ein angenéhertes Windmodell zum Einsatz kommt, das je-
doch schon gute Ergebnisse liefert. Es wird davon ausgegangen, dass der Wind ei-
ne bestimmte Richtung und Geschwindigkeit hat, die wahrend der Simulationsdauer
konstant bleibt. Diese beiden Grof3en muissen durch einen Windvektor als Startbe-

dingung vor der Simulation angegeben werden:

VWnd_x
Vind = | Ming_y

V\Mnd_z

Die einzelnen Geschwindigkeitskomponenten des Vektors werden dann in dem Mo-
dul ,Wind“ in die entsprechenden vektoriellen Krafte umgerechnet, die wahrend des
Fluges auf den Pfeil einwirken. Die physikalischen Grundlagen dazu sind in Tab.

3-8: ,Formeln fir die einwirkende Windkraft* angegeben:
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Mathematische Beschreibung:

Einwirkende Windkraft:

Fang = 0.50DLALT,, mVV\Andx,y,z)z CBIN(Matne,y.2)

p = Dichte des Mediums (Luftdichte)
A = Angriffsflache fur den Wind (s.u.)
Cw = Stromungswiderstandskoeffizient (CW-Wert)

Vwindxyz = Windgeschwindigkeit in Richtung x, y ,z

Angriffsflache fir den Wind

Minimal, wenn Wind die gleiche A = 7712
Richtung wie der Pfeil hat: "
Ansonsten: A=sl[2[r
r = Radius des Pfeils
s = Angriffsflache entspr. Richtungsanteil (s.u.)

Tab. 3-8: ,Formeln fiir die einwirkende Windkraft*

Da die Richtung und Auslage des Pfeils wahrend des Fluges standig variiert, verén-
dert sich auch permanent der einwirkende Einfluss der Windbden, der durch die An-
griffsfliche A beschrieben wird. Weht der Wind direkt in Pfeilrichtung oder genau
entgegengesetzt, so ist die Angriffsflache minimal (Amin), né@mlich nur die Kreisflache
des Pfeils. Ist die Lage des Pfeils jedoch schrag zur Windrichtung, so wird ein be-
stimmter Anteil der maximalen Flache des Pfeils vom Wind erfasst. Die folgende
Abbildung 3-11: ,Betrachtung der Windrichtung" verdeutlicht diesen Vorgang. Der
Wind weht entlang der x-Achse und erfasst den schréage fliegenden Pfeil an der An-

griffsflache (rot eingezeichnet):




Realisierung der physikalischen Grundlagen 26

Wind
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1 Angriffsflache fir den
Wind

y Pfeil
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Abbildung 3-11: ,Betrachtung der Windrichtung“

Diese Angriffsflache muss fir alle drei Richtungen des Windvektors getrennt be-

stimmt werden. Es entspricht jeweils der erfassten Strecke mal der Dicke des Pfeils,

(=doppelter Pfeilradius):

Mathematische Beschreibung:

Strecke fur Wind in x-Richtung:

_ 2 2
SS(_ Vz +Vy

Strecke fir Wind in y-Richtung:

_ 2 2
S, =4V, +V,

Strecke fir Wind in z-Richtung:

HfklF;

2 2
S, =4V, *V,

Vy: = Windgeschwindigkeit in x,y,z-Richtung

Tab. 3-9

- Angriffsflache des Windes berechnen*

Die untenstehende Abbildung 3-12: ,Blockschaltbild zur Simulation von Windbden*

zeigt die Umsetzung in ein Simulink-Modell. In der oberen Hélfte wird die Angriffs-

strecke berechnet und auf den Betrag des Vektors normiert. Die daraus entstehen-

den Komponenten s_x, s_y und s_z werden dann in der unteren Halfte mit dem

doppelten Pfeilradius multipliziert. Ist das Resultat der Flache kleiner als (r2-1r), wird

dieser Wert stattdessen genommen (realisiert durch die Max-Blocke A_x, A_y und
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A_z). Dieses Ergebnis wird dann wie in der oben angegeben Formel fur Fyinq mit
Cw-Wert, Luftdichte und Windgeschwindigkeit verrechnet (links zu sehen). Der je-
weils letzte Faktor vor den Ausgdngen (Gain4-6, rechts zu sehen) kann zusatzlich

zur Skalierung verwendet werden, um den Wertebereich realistischer zu gestalten.
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Abbildung 3-12: ,Blockschaltbild zur Simulation von Windb6en*

Um die Auswirkung von den Windbben zu veranschaulichen, zeigen die beiden fol-
genden Abbildungen das Ergebnis einer Simulation. Der Pfeil wurde entlang der x-
Richtung abgeschossen, das erste Diagramm beschreibt die Flugbahn von oben
betracht (xy-Ebene). Man erkennt, dass der Pfeil nach ca. 550m. um etwa 1m seit-

lich abgelenkt wurde (in y-Richtung). Das zweite Diagramm skizziert die raumliche

Flugbahn.
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Abbildung 3-13: ,Plot-Beispiel fur die Ablenkung der Flugbahn mit Windeinfluss*

Flugbahn

Abbildung 3-14: ,3D-Verlauf der Flugbahn mit Windeinfluss*
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4. Optimierungsstrategien

Beim Bogenschiel3en geht es primar darum, ein entferntes Ziel zu treffen bzw. mog-
lichst dicht an einer entfernten Position im Raum vorbeizuschie3en. Mit Hilfe des
Matlab-Scripts ,,opti.m“ werden verschiedene, zuféllige Abschusswinkel und Zugléan-
gen des Bogens automatisch simuliert, um ein Optimum zu finden (Monte Carlo

Strategie).

Das Script kann durch Aufruf des Namens ,opti“ in Matlab ausgefiihrt werden. Nach
dem Start erscheint zunachst die Meldung ,Anzahl der Laufe (z.B. 100)“ und der
Benutzer wird aufgefordert die gewlinschte Zahl einzugeben. Anschliel3end erzeugt
das Script zufallige Startparameter und fahrt damit einen vollstdndigen Simulations-
lauf durch. Dies wird entsprechend der eingegebenen Zahl wiederholt. Am Ende
werden die besten Startwerte und die damit erzielt Distanz zum Zielpunkt angezeigt.
Es erscheint ein 3D-Plot-Fenster zur Veranschaulichung der genauen Flugbahn.

Bevor das Script in Matlab aufgerufen wird, sollten die Wertebereiche fur die Ab-
schusswinkel und Zugléange des Bogens angepasst werden. Dazu muss das Script
z.B. in Matlab oder Notepad ged6ffnet werden, so dass es editiert werden kann. Die
madglichen Optionen stehen in den ersten Zeilen der Datei (es missen jeweils guilti-

ge Intervalle als Wertebereich angegeben werden):

Grenzen der Parameter festlegen:

alpha_min = 40; >=0
alpha_max = 60; <90
beta min =-1; > -90
beta max = +1; <90
len_min =-0.7; >-2.0
len_ max =-0.4; <0.0

Tab. 4-1: ,Parameter zur Optimierung im Script anpassen”

Die pfeil- und bogenspezifischen Daten, sowie Wind- bzw. Umgebungsparameter
und die Zielposition kénnen im Simulink-Blockschaltbild angepasst werden. Wurde
nach einem Optimierungsdurchlauf noch kein zufrieden stellendes Ergebnis gefun-
den, kdnnen die Wertebereiche im Script in Orientierung am besten Ergebnis ver-
ringert werden, wodurch ein erneuter Aufrufe von ,opti“ genauere Resultate liefern

wird (schrittweise Annéaherung).
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Das Optimierungsscript arbeitet nach folgendem Verfahren (Pseudocode):

30

Pseudocode:

Variablen und Parameter initialisieren
Parameter-Intervalle berechnen

Wiederhole i-mal: (MonteCarlo-Schleife)

{
Zuféllige Variation der Parameter (Winkel und Zugl ange)
Simulationsaufruf mit den Parametern
Abweichung bestimmen (wie weit vom Ziel entfernt?)
Wenn (aktuellerWert < besterWert)
{
Parameter und neuen besten Wert merken
}
}

Ausgabe des gefundenen Optimums

Simulation mit besten Parametern und Ergebnis Anzei gen

Tab. 4-2: ,Pseudocode fur das Optimierungsscript”

Im Folgenden wird das Ergebnis einer durchgefuhrten Optimierung gezeigt:

Matlab-Shell:

Aufruf des Scripts: >> opti

Anzahl Durchlaufe eingeben: Anzahl der Laufe (z.B. 100): 200
Ergebnisausgabe: Abweichung: 3.2603

Alpha: 41.0135
Beta: -0.63456
Lange: -0.5471

Tab. 4-3: ,Ergebnis nach Optimierungslauf mit 200 Simulationsaufrufen”
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Flugbahn

-100

-50

Abbildung 4-1: ,Ergebnis nach Optimierungslauf mit 200 Simulationsaufrufen*
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5. Fazit

Mit dem vorliegenden Simulationsmodell kann der Abschuss eines Pfeils mit einem
Bogen hinreichend realistisch simuliert werden. Im Vordergrund steht dabei nicht die
detaillierte und exakte, physikalische Beschreibung des Prozesses, sondern der
Aufbau, die Struktur und Umsetzung des Problems zu einem Simulationsmodell mit
Parameteroptimierung. Fir eine genauere Beschreibung missten zumindest die

folgenden Aspekte erweitert und erganzt werden:
= Der Cy-Wert andert sich wahrend der gesamten Flugphase

= Der Pfeil rotiert wahrend des Fluges (Magnus-Effekt), insbesondere durch

Federn beeinflusst
= Die Federkonstante des Bogens ist nicht linear

= Die Modellierung von Recurvefaktor und Wirkungsgrad ist nicht linear und

stark vom eingesetzten Material abhéngig

= Der Pfeilschaft biegt sich wéhrend der ersten Meter der Beschleunigung, da
das hintere Ende des Pfeils durch die vorschnellende Sehne bereits be-

schleunigt wird, wahrend der vordere Teil noch ruht (Archer-Paradox)

= Windbden haben in der Realitat weder konstante Geschwindigkeiten noch
konstante Richtungen. Die Angriffsflache des Pfeils wurde nicht exakt be-

stimmt (z.B. wurde die evtl. dickere Pfeilspitze und die Feder ignoriert)

= Die Luftdichte ist abh&ngig vom Ort, ebenso die Erdbeschleunigung...
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6. Anhang: Die beiliegende CD-ROM

Auf der beiliegenden CD-ROM befinden sich zum einen die Dateien fir Mat-
lab/Simulink zur Simulationsdurchfiihrung, zum anderen auch diese Dokumentation

im Portable Document Format (PDF).

Dateilibersicht der beiliegenden CD-ROM:

Dateien im Hauptverzeichnis:

Die Datei enthalt das komplette Simulink-Modell fur die

pfeil_und_bogen.mdl Simulation von Pfeil und Bogen.

show.m Ein Matlab-Script, welches eine Simulation durchfuhrt
und einige interessante Ergebnisse wie z.B. die Flugkur-
ve in verschiedenen Plots darstellt.

opti.m Ein Matlab-Script, mit dessen Hilfe ein Monte-Carlo-
Optimierungsalgorithmus durchgefiihrt werden kann.
Das ermdglicht das Finden von optimalen Abschusswin-
keln und Zuglange des Bogens, um einen bestimmten
Zielpunkt moglichst gut zu treffen.

Unterverzeichnis ,Doku*

doku.pdf Enthélt diese Dokumentation im Portable Document For-
mat (PDF).

Tab. 6-1: ,Dateitbersicht der beiliegenden CD-ROM*
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